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1 Généralités
1.1 Indépendance pour les v.a.r. discretes et/ou continues

Définition 1.1 Deux v.a.r. X et Y sont dites indépendantes si pour tous les intervalles I, .J
de R,
P(X e )N (Y €J)=P(X € P(Y € J)
Et plus généralement : Les variables aléatoires X1, Xo,..., X, (n > 2 ) sont dites mu-
tuellement indépendantes si pour tous les intervalles I, Io, ..., I,, on a

P(Xyeh)n..n(X,el,)=P(X;€)..PX,el,).
Une suite de v.a.r est indépendante si toute partie finie extraite de cette suite constitue une famille
de v.a.r mutuellement indépendantes.

Lemme 1.2 (Lemme des coalitions) Soit n > 2 et 1 < p < n. Si X1, Xo,..., X, sont
mutuellement indépendantes alors toute fonction de Xi,..., X, est indépendante de toute
fonction de Xp 41, ..., Xy

Proposition 1.3 Si X, Y admettent des espérances et sont indépendantes alors

E(XY) = E(X)E(Y).

1.2 Densité d’une variable aléatoire continue

Soit (2, 7, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (2, 7, P).

Définition 1.4 On dit que X est une v.a.r continue (ou a densité), lorsque sa fonction de
répartition F est continue sur R et de classe C'! sur R sauf en un nombre fini de points.

Définition 1.5 Lorsque X est une v.a.r. continue de fonction de répartition F, alors tout
fonction f : R — R, positive telle que Vx € R ou F est C', f(z) = F'(x) , est appelée une
densité (ou densité de probabilité) de X et on a :

Vz € R, F(:c):IP’(ng):/m £(t)dt

Proposition 1.6 Soit f : R — R. f est une densité de probabilité d’une v.a.r. ssi :
e f n’a qu'un nombre fini de points de discontinuité

eVteR, f(t)>0
o fj;o f (t) dt converge et fj;o f)ydt=1




1.3

2

2.1

Propriétés
Proposition 1.7 Si X est une v.a.r. a densité f, de fonction de répartition Fx,ona :
e Fx € CY(R,R)
e Fx est de classe C* en tout point ot f est continue et en un tel point Fi (z) = f(x)
e Plus généralement, si f est continue a droite (respectivement a gauche) en x alors Fx

est dérivable a droite (respt a gauche) en x
o [y est croissante de 0 a 1.

Proposition 1.8 Avec les méme notations, si a,b € R
oIP’(a<X = [P f(t)dt = Fx (b) — Fx (a)
P(X =a)=
(a<X<b) Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<D)
P(X>a)=P(X >a)= =
P(X<b)=P(X <

Moments d’une v.a.r a densité

Soit X une v.a.r a densité f.

Espérance
Définition 2.1 Si fj;)o t.f (t)dt converge, on dit que X admet une espérance mathématique.
Le nombre f_Jr;o t.f (t) dt est alors noté E (X) . On Uappelle espérance de X ou moyenne de
X ou moment d’ordre 1 de X.
Théoreme 2.2 (Théoreme de transfert) Soit g une fonction réelle. On suppose que :

e f est nulle en dehors d’un intervalle |a, b] ott —oco < a < b < 400

og admet un nombre fini de points de discontinuité sur R

o[> oy (x).dz converge absolument
Alors g( ) admet une espérance et E(g f g(z
Remarques :

1. Si g(a:) = ax + b et sous réserve de vérification des hypotheses du Th de transfet :
f+°° x)dr = f+oo (ax +b).f(x)dx = afjoooo xf(z)dx + bfj;o f(z)dx
ie E(aX +b) = aIE(X) +b.
2. Sous réserve de vérification des hypotheéses : E (X?) = [ 22, f(z)dx

Définition 2.3 On dit que X est centrée si elle admet une espérance et si E (X) =0

Proposition 2.4 Si X admet une espérance, alors Y = X — E(X) est aussi une v.a.r a
densité admettant une espérance et, de plus, E(Y) = 0. La variable Y est appelée v.a.r
centrée associée a X.

Proposition 2.5 Si X et Y sont deux v.a.r a densité admettant une espérance, alors 7 =
aX +bY ot a,b € R est une v.a.r admettant aussi une espérance et E (Z) = aE (X)+bE (V).

Proposition 2.6 (Croissance de ’espérance) Si X et Y sont deux v.a.r admettant une
espérance et siP(X <Y) =1lalors E(X) < E(Y)




2.2 Moment d’ordre supérieur, Variance
Définition 2.7
e Si X? admet une espérance alors le moment d’ordre 2 est :
ma(X) = E(X ?)
e Si E(X) existe et si (X — E(X))? admet une espérance, la variance de X est :
V(X) = E((X - E(X))?)

o Si V(X)) existe, | écart-type de X est : o(X) = /V(X)

Proposition 2.8 V(X)) existe ssi ff;O (z — E(X))? f(x)dz converge. On a alors :

+oo
V(X) = / (& — B(X))? f(2)dz

— 00

Proposition 2.9 (Formule de Koenig-Huyghens) Si E(X) existe alors : V(X) existe ssi
E(X 2) existe et
V(X)=E(X? - E(X)>%.

Proposition 2.10 Soit X est une v.a.r continue de densité f telle que V (X) existe.
Soient a,b € R avec a # 0 alors :
Y = aX + b admet une variance et V (aX +b) = a®V (X)

Définition 2.11 On suppose que V(X)) existe et est non nul. Si o(X) = 1 alors X est dite

L. X —-E(X . (o L
v.a.r réduite. De plus Y = ————= est dite v.a.r centrée réduite associée a X.

o(X)
Définition 2.12 Quand lintégrale existe, le moment d’'ordre r de X est :

“+oo
my (X) =E(X") :/ £ f (£) dt

— 00

3 Lois usuelles

3.1 Loi uniforme
Définition 3.1 On dit que X suit la loi uniformesur [a,b] (ot a,b € R avec a < b) et on

note X — U ([a,b]) si X apourdensité: f:|R — R
0 siz ¢ [a,b]
v L sizelal
b—a ’

Proposition 3.2 X admet une espérance et une variance données par :

(b—a)?
12

E(X):%(cﬂ—b) et V(X)=

Proposition 3.3 Si X — U([0,1]), sia <betsiY =a+ (b—a)X alors Y — U([a,b])



3.2 Loinormale

Définition 3.4 On dit que X suit la loi normale de paramétres m et o2 € R avec o > 0 et
on note :
X < N (m,0?) si X apourdensité f:|R — R

On admet le résultat suivant :

Proposition 3.5 Si X — N (m,0?) alors : E(X) =met V(X) = o2

Définition 3.6 Loi normale centrée réduite est la loi N (0, 1). Sa densité est
1 o2
e 2
ous

QT =

et sa fonction de répartition

z 1 th
d:x— e 2dt
/—oo \/27T

Proposition 3.7 OnaVz € R, & (—z)=1— ®(x)

X —
Proposition 3.8 Si X — N (m,0?) alors X* = " suit la loi N (0,1) et
g

Vz € R, FX(x):¢<x_m>.

g
Proposition 3.9 Si X — N (m,0?),sia # OetsiY = a.X+balorsY < N (am + b,a%c?).

Proposition 3.10 Une somme de variables aléatoires indépendantes suivant des lois nor-
males suit une loi normale.

3.3 Loi exponentielle

Définition 3.11 On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre o € R et on note :

X— £ (a) si X apourdensit¢ f:| R — R
. 0 six <0
1‘ ae”*® sixzx >0
. 1 1
Proposition 3.12 E(X) = — et V(X) = —
(0% (6




