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1 Introduction

L’equation de Legendre est I’équation différentielle
(1—t2)y"(t) —2ty'(t) +v(v+1)y(t) =0 otv €R et t €] —1,1]. L)

Cette équation apparait naturellement dans plusieurs domaines de la physique dés lors que I'on sou-
haite résoudre I’équation de Laplace en coordonnée sphérique. Les seules solutions physiquement accep-
tables sont les solutions globales prolongeables par continuités en —1 etl. Un résultat bien connus des
physiciens énonce que de telles solutions n’existe que si v est entier et qu'alors les solutions sont des
polynémes. On trouvera une preuve de ce résultat au probléme 9.3 de [1], nous en proposons une autre,
un peu différente dans la suite.

Dans un premier temps nous montrerons qu’étant donnée des conditions initiales il n’existe qu'une
seule solution maximale a '’équation de Legendre et que de plus cette solution est globale (2). Une preuve
de ceci est présenté dans I'excellent [2] mais les éditions actuelles comportent quelques coquilles. Dans
un second temps nous démonterons ’énoncé des physiciens (3).

2 Solutions Globales

Posons
2t v(v+1)

/_
F(y/ayat) = (l_to y/ 1= y) .

On définit ainsi une fonction C* F : R?x]0, 1[— R2. L’équation (L) se réécrit alors

Y'=F(Y,t) otonanoté Y = (y,y).

La fonction F' étant suffisamment réguliére le théoréme de Cauchy-Lipschitz conclut qu’étant donnée
xo,r1 € R, il existe une unique solution maximal y de (£) tel que

y(0) =x¢ et y'(0) = x;.

Puisque les coefficients de 'équation de Legendre sont développables en séries entieres (DSE) alors
on cherche l'unique solution maximale sous la forme d’une fonction DSE, ie une fonction de la forme
Y =>,>00nt" sur un intervalle |-R, R[ ot 0 < R < 1. On procede par analyse synthese.



Analyse Supposons qu’il existe une solution maximal DSE, alors par dérivation des séries entieres on
obtient pour le premier terme de I’équation :

(1—t)y" = (1 —1t)? Z anpn(n —1)t" 2

n>0

= Z [ania)(n+2)(n+1) — apn(n —1)] t".

n>0

Les autres termes conduisent a

+oo
=2ty (1) + (v + Dy(t) = =2t Y Jannt" ' +o(v+1) Y ant”
n>0 n=0
= Z [—2a,n 4+ v(v+ 1)a,]t"

n>0
Par suite si y est solution de (£) alors pour tout t € |—R, R|

+oo
0= Z (ant2(n+2)(n+1) —apn(n — 1) = 2a,n +v(v + 1)a,) t"
n=0
+oo
= Z (anto(m+2)(n+1)+ (v(v+1) = n(n+1))a,) t".

n=0
Par unicité du développement en série entiére, y est solution de 'equation de Legendre si et seulement si
ant2(n+2)(n+1)+ (v(v+1) —n(n+1))a, =0, pourtoutn € N.

Remarquons que v(v + 1) —n(n+ 1) = (v +n + 1)(v — n), on peut alors réécrire la condition sous la

forme
ant2(n+2)(n+1)+ (v+n+1)(v—n)a, =0, pourtoutn €N
Ou encore
(v+n+1)(v—n)
n+2)(n+1) ~’

Puisque y(0) = ag = o et y’(0) = a; = x; alors on a ainsi déterminé les coefficients de la série entiére

y par double récurrences

Gpta = —ap pour toutn € N

Synthése Pour achever la preuve de 'existence d’une telle solution, il reste a montrer que le rayon
de convergences de la série entiére définie dans l'analyse est strictement positif. Pour ¢ € R, posons
u, = a,tP. on procede alors par disjonction de cas sur la valeur de v pour traiter séparément les cas ou
(an)n>0 sannule a partir d’un certain rang :

» Si v n’est pas un entier positif pair ou un entier négatif impair on peut écrire :

uzpi2| _ |(v+2p+1)(v — 2p)|t? R
|ugp| 2p+1)(2p+2) pote

2,

ainsi par le critere de d’Alembert pour les séries numériques, ¥ |us,| converge pour t* < 1 et di-
verge pour t* > 1. Ainsi la série entiére > a,t?” a un rayon de convergence > 1.

» Si v n’est pas un entier positif impair ou un entier strictement négatif pair alors on peut
écrire : )
ugp+s] _ (v +2p+2)(v—2p— 1)t

= 2,
|u2p41] (2p+3)(2p +2) proo

ainsi par le critéere de d’Alembert pour les séries numériques, 3 |us, 1| converge pour t> < 1 et
diverge pour t* > 1. Ainsi la série entiere Y as,41t°?=! a un rayon de convergence > 1.

» Siwv est un entier positif pair ou un entier négatif impair alors la suite (as,),>0 est nulle a partir
d’un certain rang et la série entiére Y a,,t°? a un rayon de convergence infini.



» Si v est un entier positif impair ou un entier strictement négatif pair alors la suite (az,11)p>0
est nulle a partir d’'un certain rang et la série entiére Y as,41t**™! a un rayon de convergence
infini.

Dans tous les cas, sit €] — 1, 1] la série

Z ant" = Z a2pt2p + Z 02p+1t2p+1

n>0 n>0 n>0

converge, c’est bien que la série entiere Y a,t"™ a un rayon de convergence au moins égal a 1. Ainsi en
posant ag = x et a; = x1 on a trouvé I'unique solution maximale. On remarque qu’en plus on a démontré
que cette solution était globale. Finalement on peut énoncé le résultat suivant :

Théoréme 2.1. Soit v € R, soient xg, 1 € R, le probléme de Cauchy

y(0) = xo, y"(0) =1

admet pour unique solution maximale la série entiére y(t) = Y, -, ant™ 0l (ay)n>0 est
définis par la relation de récurrence

{ (1—2)y"(t) — 2ty'(t) + v(v+ 1)y(t) = 0 pour te€]—1,1] ©

_ (v+n+1)(v—n)
Ont2 = —0n GGty

ap = Lo, a1 = L1

pour tout n € N

De plus cette solution est globale.

3 Solutions prolongeables

Comme précisé dans l'introduction les seules solutions physiquement admissibles sont celle qui se
prolonge par continuité en -1 et 1. Afin de terminer qu’elles sont ces solutions (quand elles existent) nous
avons d’abord besoins d’établir un critére de convergence pour les séries. Ce critére est interessant en lui
méme puisque qu’il induit de nombreux criteres connus comme par exemple le critere de d’Alembert que

nous avant utilisé dans la partie 2.

3.1 Critere de convergence de Kummer

Théoréme 3.1 (Critere de Kummer [3]). Soit (uy,)n>0 Une suite strictement positive.

1. > uy converge si et seulement s’il existe une suite positive (ky),,~, et une constante
0 > 0 telles qu’a partir d’'un certain rang,

Un

kn

— ki1 > 6.
Un+1 "

2. > uy, diverge si et seulement s’il existe une suite (k) strictement positive telle que

ﬁ = +oo et telle qu’a partir d’un certain rang,
u
kn n - kn—i—l < 0.
un+1

Démonstration.

1. Soient § > 0 et (k,),,~, une suite positive tel que a partir d’un certain rang N on a

Unp

kn _kn+126>0

unJrl

alors
6un+1 < knun - kn+lun+1



donc

knu
Z Uy, < N(SN < 400
m>N

Réciproquement, si Y u,, converge alors, en posant k,, := ui D kon Uks ON A Ky i — kg = 1.

™ up g1

2. Soit (k,),,~, une suite strictement positive tel que a partir d’'un certain rang N on a

Un,

kn

—kny1 <0
Up+1 "

alors
Un+1 > 1/kn+1
U  1/ky

Montrons maintenant par récurrence que pour tout n > N on a

(€]

1 1
— < Mu,, ou M = .
kn, — 4 knan

C’est évidement vrai au rang N. Supposons que la propriété est vrai a un rang n > N alors avec £
on obtient

1 < iunJrl
kn-i—l o kn Un,

On donc par hypothése de récurrence

< Mun+1
kn+1

Par suite si ) 1% = +oo alors Y u, diverge.
- . . 1 1
Réciproquement, si 3 u,, diverge alors, en posant k;, := -, ona ) - = +00 et
Uu

mn
kni - kn+1 == O
unJrl

Le critere de Kummer est 'un des criteres de convergence des séries sur les générales ainsi on en
déduit facilement plusieurs critéres usuels :

Corollaire 3.2 (Critére de Raabe-Duhamel). Soit (u,),>0 une suite strictement positive.
1. S’il existe b > 1 tel que (a partir d’'un certain rang) % <1- % alors Y u,, converge;

. \ . ). . n 1 .
2. Si (a partir d’un certain rang) “u—:l >1—, alors >, diverge.

Démonstration.
1. on applique le premier point du critere de Kummer avec k,, = n — b.

2. on applique le second point du critere de Kummer avec k, = n — 1.

[ ]
Corollaire 3.3 (Critere de Bertrand). Soit (uy,),>0 Une suite strictement positive.
1. S’il existe b > 1 tel que (a partir d’un certain rang) #ﬂ >1+ % + nl’;m, alors > uy,
converge;
2. Si (a partir d’'un certain rang) u“—il <141+ —— alors Y u, diverge.
Démonstration. On applique le critére de Kummer avec k,, = nln(n) |



Corollaire 3.4 (Critere de d’Alembert). Soit (uy,)n,>0 Une suite strictement positive.

1. S’il existe § > 1 tel que (a partir d’un certain rang) “=** <1 — ¢ alors 3 u,, converge;

u

2. Si (a partir d’un certain rang) “*+* > 1, alors y_ u,, diverge.

u

Démonstration.
1. on applique le premier point du critere de Kummer avec k,, = 1 — 4.

2. on applique le second point du critere de Kummer avec k,, = 1.

3.2 Polynomes de Legendre

Tout d’abord si v € R est quelconque et que o = x; = 0 alors la solution de C est la fonction nulle
qui est évidement physiquement admissible puisqu’elle se prolonge sans probleme en -1 et 1.

Si v € Z alors on a déja démontré qu'un bon choix de condition initiale (z¢,z;) permet d’obtenir des
solutions globales polynomiales et donc prolongeables en -1 et 1. Il suffit de choisir les conditions initiale
comme dans le tableau suivant :

v o 1
2N
) g IR
2N +1
—ON* 0 eR

Regardons par exemple la premiere ligne du tableau. Si v € 2N et que z; = 0 alors d’apres la partie 2
la solution globale du probléeme de Cauchy C est de la forme

y(t) = Z a2nt2n

2n>0

En effet puisque z; = 0 alors les ag,,+1 sont tous nuls. Mais puisque v € 2N alors la suite (ag,),>0 est
nulle a partir d’un certain rang et par suite y est un polyndme. Les autres lignes du tableau se traite de
maniére parfaitement similaire.

Si de plus zyp = 1 et qu'on note v := n alors y est appelé le n-iéme polynome de Legendre. Ces po-
lynémes interviennent dans de nombreux domaines de la physique théorique et du calcul numérique ot
il apparaissent de fagons parfois tres différentes.

On souhaite maintenant montrer que dans tous les autre cas il n’existe pas de solution prolongeable en
-1 et 1, c’est lors de cette étape que nous allons utiliser le critére de convergence précédemment établis.
On suppose donc que 'on ne se trouve dans aucun des cas décris précédement. Nous allons d’abord
I'appliquer a la suite (asp)p>0.

A partir d’'un certain rang la suite des (az,),>0 est de signe constant (car le rapport de deux termes
consécutifs est positif apder), quitte a factoriser par -1 on peut supposer que cette suite est positive
a partir de ce rang. Dans un premier temps on effectue le calcul suivant ou les développements sont
asymptotiques :

azp _ (2p+1)(2p+2) (1+le)> (1+%)
asgpr2  (2p+1+0)(2p—v) (1+12+Tv) (1_ %)




Finalement on a donc :

ooy —mfpriso () co(4)
:(p+1)1n<&>+0<ln;p)) :(p+1)ln<1i1>+0<1n]()p)>
(p+1)1n<1;+o<;>)+0(mj€p)> =+l (117+O<119 )+O(lnz()p))

=-1+40(1)

Ainsi, a partir d’'un certain rang on obtient

pln(p) @ _ (p+1DIn(p+1) <0
a2p+2

Le second point du critere de Kummer (3.1) appliqué avec k, = pln(p) (autrement dit le critére de
Bertrand) démontre que si la suite (asp,),>0 ne s'annule pas & partir d’un certain rang alors la série des
>~ ag, diverge. De plus, puisque la suite est constante a partir d’'un certain rang alors cela signifie que la

suite des sommes partielles tends vers —oo ou +oc.

De la méme maniére on peut démontrer que si la suite (a2p41)p>0 Ne sannule pas a partir d’'un certain
rang alors la série des Y agp+1 diverge et que la suite des sommes partielles tends vers —oo ou +oco. La

démonstration étant vraiment similaire on ne détail que le premier développement asymptotique :

a2p+1 (2p+2)(2p +3) _ (1 + %> (1 + %)

asgprs (2p+2+0)2p+1—0) (14_2;7@) (1+12—Tv)
5 1 2+ 1 J 1
—(14+ = - 1— - 1— -
(+2p+0(p2)>( 2p +O<p2>)< 2p +O(p2>>
1/5 240v 1-—v 1 1 1
=14+4-(-=— — =14+ = —
+p<2 2 2 )+O<p2) +p+0<p2>

Ainsi dans les cas non traité précédment deux phénomenes peuvent étre observeé :

» Siune (et une seule) des suites (as,)p>0 €t (azp+1)p>0 s'annule a partir d’'un certain rang alors la
solution globale de C est la somme d’un polyndéme et d’une série entiere qui diverge en -1 et en 1
d’apres la discussion ci dessus. Ainsi la solution diverge également en -1 et en 1 et n’est donc pas

physiquement admissible

» Si aucune des deux suites ne s’annule a partir d’'un certain rang alors la solution globale de C et la
somme de deux séries entieres (I'un composé des termes pair et 'autre des termes impaires) qui
divergent toutes les deux en -1 et en 1 d’apres la discussion précédente. Cependant on ne peut a
priori rien dire du comportement de la somme des deux séries au voisinage de -1 et 1 puisque des
phénomenes de compensation pourrait se produire. Enfaite il existe toujours un point ou un tel
phénomene ne peut pas étre observé. En effet on a déja montré que dans le cas ot 'on s’est placé
les suites des sommes partiels () _, azk)n>0 €t (3 p_g a2k+1)n>0 divergent en tendant vers +oo

ou —oo ainsi :

— Si ces deux suites tendent vers le méme infini alors la solution diverge en 1 et n’est donc pas

physiquement admissible

— Si ces deux suites tendent vers des infinis différent avec la solution diverge en -1 et n’est donc

pas physiquement admissible non plus



Finalement les seules solutions physiquement admissibles sont bien les multiples réels des polynémes
de Legendre.
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