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L'un des résultats les plus importants de toute la théorie des probabilités est sans aucun doute la loi des
grands nombres. Le but premier de cette théorie était d’expliquer mathématiquement I'observation de la
convergence de la moyenne empirique vers I'espérance. Il existe plusieurs démonstrations de ce résultat,
la preuve la plus classique est peut étre celle par troncature que 'on peut trouver ici [1]. on trouve
aussi, par exemple dans [2], des preuves utilisant la loi du 0-1 de Kolmogorov ou encore les martingales
rétrogrades (cette derniére preuve fournissant aussi la convergence L! dans le LFGN). On propose ici une
démonstration originale qui repose sur I'étude des marches aléatoires. Cette preuve est extraite du cours
sur les graphes aléatoires donné par Nicolas CURIEN a I'institut de mathématiques d’Orsay, elle a aussi
fait 'objet d’'un cours article par le méme auteur [3].
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1 Marches aléatoires unidimensionnelles

Définition 1.1. Soit ;1 une mesure de probabilité sur R. Soit (X;);>1 des variables aléatoires
i.i.d de loi p que Uon voit comme les incréments du processus discret (S,, : n > 0) défini par :

Soz()et Sn:X1+X2++Xn

Le processus (S) est appelé marche aléatoire de distribution de pas u ou simplement p-
marche aléatoire.

2 Lemme de dualité

Proposition 2.1. Si (5) est une marche aléatoire alors pour tout n € N :
(S0, 51,3 Sn) £ (Sp = Sus Sn = St S — S0)

Démonstration. Les incréments de la marche (S, — S,, S, — Sn—1,-.., S, — So) sont (X,,, X;—1,...X7)
vecteur qui, par identique distribution et indépendance des X, a la méme loi que (X, Xo,...,X,,). N

Application Pour A C R on notera T4(S) = inf {i > 0:.S; € A} le temps de premiere entrée dans A.
S’il n’y a pas d’ambiguité sur le processus considéré on ne précise pas la dépendance en S.
Soit n € N, en appliquant le lemme de dualité on obtient



P(Tp_, >n) =P(So=0,5>0,...,5, >0)

(Sp— S =0,8, —Su_1>0,...,S, — Sy >0)
(

(

Sn > Spn—1,...5n > S0)

P
P
P(n est un temps de record ascendant large)

Ou on dit que n est un temps de record ascendant large si S,, = maz{S; : i < n}
En sommant cette derniére égalité pour n > 0 on obtient :

Z P(Tw_, >n) = Z P(n est un temps de record ascendant large)
n>0 n>0

E[Tw_,] = E[t record ascendant large]

3 Loi forte des grands nombres

Théoreme 3.1. Soit X une variable aléatoire a valeur dans R admettant moment d’ordre
1. Soit (X;);>1 des variables aléatoires i.i.d de méme loi que X. Soit (S,,),, défini par Sy =
Oet S, =X+ Xs+ ...+ X, Alors

Sn p.s

2 1% BX]

Lemme 3.2. Soit Y une variable aléatoire réelle admettant moment d’ordre 1 et telle que
E[Y] < 0. Soit (Y;);>0 une suite de v.a. i.i.d. selon Y alors sup{Y1 +---+ Y, :n > 1} <
p-s.

Démonstration du théoréme. Soit € > 0. On considere la suite de variables aléatoires
(Sn — (E[X] + E)”)nZO
On a E[X — (E[X] + ¢] = —e < 0. Donc par le lemme :

sup{S, — (E[X] + e)n} < oo p.s.

n>0

Ainsi g
Ve>0,ecQ lim 2
n

n

< E[X]+e€p.s.

En remplacant X par —X dans les calculs précédents on obtient le résultat symétrique

Ve >0 lifm&Z]E[X}fep.s.

n N
AinsiVe >0, e € Qon a
S’rL 7 S’I’L
E[X]—e<lim — <lim — <E[X]|+€p.s.
n N n.on

Et puisque Q est dénombrable alors presque surement Ve >0, e € Qon a

E[X]—ESM&SW&SE[X]—&-E

n n . onon

La loi des grands nombres s’en déduit immédiatement.



Démonstration du lemme. Supposons E[Y] < 0.
Alors on dispose de C > 0 tel que

En effet Y1y-_¢ converge simplement vers Y et est majorée en valeur absolue par |Y| qui est
intégrable par hypothése donc par convergence dominée

E[Ylys-c] ;= E[Y]<0.

Construisons le processus Z,, = Y1ly,>—¢c + -+ Y, 1y, > _c.

Pourtoutn € NonaY;+---+Y, < Z,

On veut donc montrer que (Z) est majoré. C’est en particulier le cas si la marche aléatoire (Z) présente
un nombre fini de records ascendants larges. C’est donc en particulier le cas si

E[Tw_,(Z)] = E[f record ascendant large] < oo

Reste donc a démontrer que E[Tk_,(Z)] < oo

Considérons la suite de v.a. Z, — nE [Y1ys_¢]

C’est une martingale pour la filtration canonique associée aux X; donc d’apres le théoreme d’arrét
appliqué au temps d’arrét (fini p.s.) n A Tk_, :

E|Zunty_y(2)| = Eln A Teo(Z)] EZ1]
-~ ——
- <0
En effet 1a marche (Z) ne peut pas descendre de plus de C a la fois donc lorsqu’elle atteint les négatifs
pour la premiere fois c’est nécessairement en un point supérieur a —C.
On en déduit

= K?

-C
Eln ANTr_,(2)] < 7]

Or par convergence monotone le terme de gauche converge vers E[Tz_,(Z)] on obtient donc
E[TR<O (Z)} < K?

Ce qui achéve la preuve. |
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